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Jèma 1o

΄Εσvτω Bt μονοδιάσvτατη κίνησvη Brown ως προς τη διύλισvη Ft , t ≥ 0, με B0 = x.

αʹ. Να υπολογισvτούν οι μέσvες τιμές:

E
[
B2

t

]
, E

[
B3

t

]
, E

[
BsB

2
t

]
, 0 < s < t

βʹ. Να υπολογισvτούν οι δεσvμευμένες μέσvες τιμές:

E
[
eBt |Fs

]
, 0 < s < t, E [BsBt|Fr] , 0 < r < s < t

Απόδειξη.

a. ΄Εσvτω Bt = Wt + x με {Wt}t: κίνησvη Brown με W0 = 0. Τότε:

E
[
B2

t

]
= E

[
(Wt + x)2

]
= E

[
W 2

t + 2Wtx+ x2
]

=

= E
[
W 2

t

]
+ 2x����:

0
E [Wt] + x2 = t+ x2.

E
[
B3

t

]
= E

[
(Wt + x)3

]
= E

[
W 3

t + 3W 2
t x+ 3x2Wt + x3

]
=

=
��

�
��*0

E
[
W 3

t

]
+ 3xE

[
W 2

t

]
+ 3x2

��
��:0

E [Wt] + x3 = 3xt+ x3.

Για 0 < s < t

E
[
BsB

2
t

]
s<t= E

[
(Ws + x) (Wt + x)2

]
= E

[
(Ws + x)

(
W 2

t + 2xWt + x2
)]

=

= E
[
WsW

2
t

]
+ 2xE [WsWt] + x2

��
��:0

E [Ws] + xE
[
W 2

t

]
+ 2x2

��
��:0

E [Wt] + x3 =

= E
[
WsW

2
t

]
+ 2xs+ xt+ x3

(1.1)

΄Αρα πρέπει να υπολογίσvουμε την E
[
WsW

2
t

]
. ΄Εχουμε:
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E
[
WsW

2
t

]
= E

[
(Wt −Ws +Ws)2Ws

]
=

= E
[(

(Wt −Ws)2 +W 2
s + 2 (Wt −Ws)Ws

)
Ws

]
=

= E
[
(Wt −Ws)2Ws

]
+ E

[
W 3

s

]
+ 2E

[
(Wt −Ws)W 2

s

]
anexarthsvÐa=

= E
[
(Wt −Ws)2

]
E [Ws] + 0 + 2E [(Wt −Ws)]E

[
W 2

s

] ?= 0 (1.2)

Τελικά:

E
[
BsB

2
t

]
= 2xs+ xt+ x3.

b. Για 0 < s < t έχουμε:

E

[
eBt

∣∣∣∣Fs

]
= E

[
eBt−BseBs

∣∣∣∣Fs

]
= eBsE

[
eBt−Bs

∣∣∣∣Fs

]
=

(
eBs Fs − μετ/μη

)
anex. prosvaux.= eBsE

[
eBt−Bs

]
= eBsE

[
eBt−Bs

]
= eBse

t−s
2 .

Για 0 < r < s < t έχουμε:

E

[
BsBt

∣∣∣∣Fr

]
Fr⊂Fs= E

[
E
[
BsBt |Fs

] ∣∣∣∣Fr

]
= E

[
B2

s

∣∣∣∣Fr

]
=

= E

[
(Bs −Br)2 −B2

r + 2BsBt

∣∣∣∣Fr

]
= s− r −B2

r +B2
r = s− r +B2

r .

Κωνσταντίνος Στούρας



Jèma 2o

΄Εσvτω Bt μονοδιάσvτατη κίνησvη Brown ως προς τη διύλισvη Ft , t ≥ 0.

αʹ. Αν

Xt = X0 +
ˆ t

0
a1 (s, ω) ds+

ˆ t

0
b1 (s, ω) dBs

και

Yt = Y0 +
ˆ t

0
a2 (s, ω) ds+

ˆ t

0
b2 (s, ω) dBs

να γραφεί η ανέλιξη Zt = XtYt σvαν ανέλιξη Ito.

βʹ. Να βρεθεί η ποσvότητα A (t) για την οποία η ανέλιξη:

Mt = A (t) (Bt − 2t) e2Bt

είναι Ft -martingale.

Απόδειξη.

a. Γράφουμε τις προηγούμενες εξισvώσvεις σvε διαφορική μορφή:

dXt = a1 (t) dt+ b1 (t) dBt

dYt = a2 (t) dt+ b2 (t) dBt

Εφαρμόζοντας την φόρμουλα του Ito σvτην f (x, y) = x y παίρνουμε:

dZt = fx (Xt, Yt) dXt + fy (Xt, Yt) dYt + fxx (Xt, Yt) dX2
t +

+ fxy (Xt, Yt) dXtdYt + fyy (Xt, Yt) dY 2
t (2.1)

Ισvχύουν:

dX2
t = (b1 (t))2 dt

dY 2
t = (b2 (t))2 dt

dXtdYt = b1 (t) b2 (t) dt
fx (Xt, Yt) = Yt

fy (Xt, Yt) = Xt

fxy (Xt, Yt) = 1
fxx (Xt, Yt) = fyy (Xt, Yt) = 0


(2.2)
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Η (2.3) από την (2.2) γίνεται:

dZt = Yt dXt +Xt dYt + b1 (t) b2 (t) dt (2.3)

b. Θέτουμε f (t, x) = A (t) (x− 2t) e2x
και από γνωσvτό Θεώρημα

1
ηMt = f (t, Bt)

είναι Ft -martingale2 αν:

ft = −1
2fxx (2.4)

΄Αρα

ft = e2x(A′ (t) (x− 2t)− 2A (t)
)

(2.5α)

fx = A (t)
(
e2x + 2e2x (x− 2t)

)
(2.5β)

fxx = A (t)
(

2e2x + 2
(
2e2x (x− 2t) + e2x

))
=

= 2A (t) e2x
(
2 + 2 (x− 2t)

)
(2.5γ)

Από τις σvχέσvεις (2.5α), (2.5β), (2.5γ) η ικανή σvυνθήκη (2.4) γίνεται:

��e
2x(A′ (t) (x− 2t)����−2A (t)

)
= −1

�2
���2A (t)��e2x

(
���
1

2 + ���
1

2 (x− 2t)
)
⇐⇒

A′ (t)
A (t) = −2⇐⇒

Α(t)=Α(0)e−2t

που είναι και το ζητούμενο.

1Epeid  h f ∈ C1, 2 (R+ × R
)

2Parat rhsvh: An isvqÔei h (2.4) tìte h Mt = f (t, Bt) eÐnai Ft -local martingale. An epiprìsvjeta

isvqÔei:

E

[ˆ T

0
f2

xx(t, Bt) dt

]
<∞ (2.5)

tìte h Mt eÐnai Ft -martingale svto 0 ≤ t ≤ T .
H svunj kh (2.5) gia tic an�gkec tou maj matoc autoÔ ikanopoieÐtai profan¸c.

Κωνσταντίνος Στούρας



Jèma 3o

Να λυθεί η Στοχασvτική Διαφορική Εξίσvωσvη:

dXt =
(√

1 +X2
t + Xt

2

)
dt+

√
1 +X2

t dBt (3.1)

X0 = 0

Υπόδειξη: Θέτοντας Xt = sinh (Yt) καταλήγουμε σvε μια πολύ απλή εξίσvωσvη για την
Yt.

Απόδειξη.

1ος Τρόπος (Συντομότερος!)

Χρησvιμοποιώντας την Υπόδειξη έχουμε
3
:

dXt = d sinh (Yt) = coshYt dYt + 1
2 sinh (Yt) dY 2

t

΄Αρα η (3.1) γίνεται:

coshYt dYt + 1
2 sinh (Yt) dY 2

t =
(√

1 + sinh2 (Yt) + sinh (Yt)
2

)
dt+

√
1 + sinh2 (Yt) dBt

coshYt dYt + 1
2 sinh (Yt) dY 2

t =
(

coshYt + sinh (Yt)
2

)
dt+ coshYt dBt

Απαιτώ:

coshYt dYt = coshYt dt+ coshYt dBt = coshYt (dt+ dBt)
1
2 sinh (Yt) dY 2

t = 1
2 sinh (Yt) dt


Δηλαδή:

dYt = dt+ dBt

Yt = t+Bt

3H Xt eÐnai svtoq. anel. �ra to dXt = d sinh (Yt) ja upologisvteÐ me Ito
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΄Ετσvι, πολύ σvύντομα καταλήγουμε ότι η λύσvη της (3.1) είναι η: Xt=sinh (t+Bt)

2ος Τρόπος (Αγνοώντας την Υπόδειξη):

Εφαρμόζοντας την γνωσvτή θεωρία (βλ. Σπηλιώτης σvελ. 182, 183) έχουμε:

b (x) =
√

1 + x2 + x
2 και σ (x) =

√
1 + x2

Θέτουμε

g (x) =
xˆ

0

1
σ (y)dy =

xˆ

0

1√
1 + y2dy = sinh−1 x

.

΄Αρα

Yt = sinh−1Xt (3.2)

Εφαρμόζοντας Ito formula σvτην Yt έχουμε:

g (t, Xt)− g (0, 0) =
tˆ

0

[
∂g

∂t
(s, Xs) + b (Xs) ∂g

∂x
(s, Xs) + 1

2σ
2 (Xs) ∂2g

∂x2 (s, Xs)
]
ds+

+
tˆ

0

σ (Xs) ∂g

∂x
(s, Xs) dBs (3.3)

΄Ομως:

g (t, Xt) = g (Xt)
g (0, 0) = 0
∂g

∂t
(s, Xs) = 0

και

b (Xs) ∂g

∂x
(s, Xs) =

(√
1 +X2

s + Xs

2

) 1
σ (Xs) =

=
(√

1 +X2
s + Xs

2

) 1√
1 +X2

s

= 1 + Xs

2
√

1 +X2
s

1
2σ

2 (Xs) ∂2g

∂x2 (s, Xs) = 1
2�
���σ2 (Xs) −σ

′ (Xs)
���

�σ2 (Xs) = − Xs

2
√

1 +X2
s

σ (Xs) ∂g

∂x
(s, Xs) = σ (Xs) 1

σ (Xs) = 1

Κωνσταντίνος Στούρας
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΄Αρα η (3.3) γίνεται:

Yt =
ˆ t

0

[
1 + Xs

2
√

1 +X2
s

− Xs

2
√

1 +X2
s

]
ds+

ˆ t

0
1 dBs ⇐⇒

Yt = t+Bt (3.4)

΄Ετσvι, η αρχική εξίσvωσvη (3.1) απλουσvτεύεται κατά πολύ σvτην (3.4). Τέλος, λόγω της

(3.2) βρίσvκουμε:

Xt = sinh (t+Bt)

Κωνσταντίνος Στούρας
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