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  α) ∆είξτε ότι οι διακριτές ιδιοτιµές της ενέργειας σε ένα µονοδιάστατο 

πρόβληµα δεν είναι εκφυλισµένες. 

β) Με βάση το προηγούµενο ερώτηµα να δείξετε ότι µπορούµε να διαλέξουµε τις 

αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις (δέσµιες καταστάσεις) να είναι πραγµατικές. 

 � � � � � �
 α) Σε ένα µονοδιάστατο πρόβληµα να δείξετε ότι ισχύει 
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όπου Η = Τ + V, και Τ η κινητική ενέργεια. 

β) ∆είξτε ότι εάν το σύστηµα είναι σε µια δέσµια κατάσταση το αριστερό µέλος είναι 

µηδέν.  

γ) ∆είξτε ότι <Τ> = <V> για τις δέσµιες καταστάσεις του αρµονικού ταλαντωτή. 
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  Σωµατίδιο µάζας m κινείται µέσα σε ένα απειρόβαθο πηγάδι δυναµικού 

πλάτους a (0<x<a). 

α) Βρείτε τις ιδιοκαταστάσεις Ψn και τις ιδιοτιµές της ενέργειας Εn του σωµατιδίου. 

β) Μία µικρή διαταραχή V(x) προστίθεται στο σύστηµα , V(x)= -V0 για 0<x<a/2 και 

V(x)=0 για a/2<x<a, V0>0. Να υπολογίσετε τις ενέργειες Wn του σωµατιδίου σε 

πρώτη τάξη της θεωρίας διαταραχών. 

γ) Οµοίως όταν έχουµε V(x)= -V0 για 0<x<a/2 και V(x)=V0 για a/2<x<a. 
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  Σωµατίδιο µάζας Μ κινείται στην περιφέρεια κύκλου ακτίνας R.Υπολογίστε 

τις επιτρεπόµενες τιµές της ενέργειας, τις αντίστοιχες κυµατοσυναρτήσεις και τον 

εκφυλισµό. 
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  Η κυµατοσυνάρτηση του ατόµου του Υδρογόνου (υποθέτοντας άπειρη την 

µάζα του πυρήνα) είναι 
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Όπου c µια σταθερά κανονικοποίησης και 
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α) Υπολογίστε την z–συνιστώσα της στροφορµής Lz και τον κβαντικό αριθµό �  της 

στροφορµής.  

β) Υπολογίστε την µέση τιµή της κινητικής ενέργειας του ατόµου. 

γ) Υπολογίστε την ολική ενέργεια. 
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  (α) Να δείξετε ότι  [ , ] 0n nH A〈Ψ Ψ 〉 =  για κάθε ιδιοσυνάρτηση nΨ  της 

Χαµιλτονιανής Η και ενός οποιουδήποτε τελεστή Α του φυσικού συστήµατος. 

(β) Εάν 
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και χρησιµοποιώντας τον τελεστή A r P=
� ��
i  αποδείξτε ότι για 

κάθε ιδιοσυνάρτηση της Χαµιλτονιανής ισχύει 2 T V〈 〉 = −〈 〉 , όπου Τ ο τελεστής της 
κινητικής ενέργειας και V(r)  η δυναµική ενέργεια για το άτοµο του υδρογόνου. 
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 Η δυναµική ενέργεια σε ένα µονοδιάστατο πρόβληµα για ένα σωµατίδιο 

µάζας m, είναι ανάλογη της συνάρτησης δέλτα του Dirac,  

V(x) = - λδ(x), λ>0. 

(α) Για ποιές τιµές της ενέργειας έχουµε σκέδαση (δηλαδή συνεχές φάσµα), για ποιες 

τιµές έχουµε δέσµιες καταστάσεις (διακριτό φάσµα); 

(β) Να βρεθούν οι δέσµιες καταστάσεις. 
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  (α) Υπολογίστε τον µεταθέτη της κινητικής ενέργειας 
2ˆ
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m
 µε τις 

συνιστώσες ˆxL , ˆ yL  και ˆzL  της στροφορµής (
2 2 22ˆ ˆ ˆ ˆ

x y zp p p p= + + ). 

(β) Να δείξετε ότι ˆ ˆ, 0xL H  =  , ˆ ˆ, 0yL H  =   και ˆ ˆ, 0zL H  =    όταν το δυναµικό είναι 

συνάρτηση του µέτρου r = ��  µόνο και 2ˆˆ ( )
2

p
H V r

m
= + . 
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Σωµάτιο µάζας  m  κινείται σε πηγάδι δυναµικού   

0

0

/ 2

( ) 0 / 2 / 2

/ 2

V x a

V x a x a

V x a

< −


= − ≤ ≤
 >

.  

Υπολογίστε το πλάτος a  σαν συνάρτηση των 0,   και m V � , ώστε να υπάρχει � � � �� 	 
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 �  µε ενέργεια 0 / 2E V= , όπου 0 0V > .  
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 Σωµάτιο µάζας m  κινείται σε «απειρόβαθο» πηγάδι, 0 x a≤ ≤ , και έχει 

αρχική κυµατοσυνάρτηση που δίνεται από την σχέση 3( , 0) sin ( / )x t A x aπΨ = =  

(α) Προσδιορίστε την σταθερά A  και την κυµατοσυνάρτηση ( , )x tΨ  σαν συνάρτηση 

του χρόνου t . 

(β) Υπολογίστε την αβεβαιότητα της ενέργειας E∆  ως συνάρτηση του χρόνου. 

Υπόδειξη: ( ) ( )( )3 1
sin ( ) 3sin sin 3

4
θ θ θ= −  
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 ∆ίνεται η κανονικοποιηµένη κυµατοσυνάρτηση 

( ) ( )1 0 1

1 1 1, 2N Y Y Yθ φ − +Ψ = + +   

όπου ( , )m m

l lY Y θ φ≡  είναι η σφαιρική αρµονική. 

(α) Να υπολογίσετε την σταθερά N . 

(β) Να υπολογίσετε την αβεβαιότητα στα  µεγέθη zL  και 2L . 
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  ∆ίνεται η χαµιλτονιανή ενός συστήµατος σπιν µε δύο ίδιο-καταστάσεις,  
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    όπου 1 2E E≠ ∈� .   

(α) Την χρονική στιγµή 0t =  το σύστηµα µετρήθηκε και το σπιν του βρέθηκε να 

είναι στην διεύθυνση y− . Γράψτε την κυµατοσυνάρτηση που αντιστοιχεί.  

(β) Γράψτε την κυµατοσυνάρτηση του συστήµατος για 0t ≠ . 

(γ) Να υπολογίσετε την πιθανότητα για κάθε ενδεχόµενο αποτέλεσµα της µέτρησης 

του σπιν στην διεύθυνση x  ως συνάρτηση του χρόνου και να κάνετε τις γραφικές 

τους παραστάσεις. 
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  α) Αποδείξτε την σχέση που δίνει την χρονική µεταβολή της µέσης τιµής 

ενός τελεστή Α:  
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β) Εάν Η είναι η Χαµιλτονιανή ενός µονοδιάστατου αρµονικού ταλαντωτή µάζας m 

και συχνότητας ω, υπολογίστε τις ποσότητες ,
d x d p

dt dt

< > < >
 και δείξτε ότι 
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  Ένα σωµατίδιο µάζας m και ενέργειας Ε=V0 προσπίπτει από αριστερά σε 

ένα ορθογώνιο φράγµα δυναµικού ύψους V0 και πλάτους a. Βρείτε τον συντελεστή 

διέλευσης Τ. 
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  Η Χαµιλτονιανή ενός συστήµατος δύο καταστάσεων είναι ένας ερµιτιανός 

πίνακας  
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  µε  a R∈ . Εάν το σύστηµα είναι αρχικά στην κατάσταση  
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   βρείτε την κατάσταση του συστήµατος για 0t ≠ . 
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  α)  Γράψτε τις σχέσεις µετάθεσης για τους τελεστές της στροφορµής. 

β) Αν � 2
=Lx

2
+Ly

2
+Lz

2
 να δείξετε ότι [� 2

,Lk]=0 όπου k=x,y,z.  

γ) Σύστηµα περιγράφεται από την Χαµιλτονιανή  
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I
= + ,  Ι και g θετικές 

σταθερές µε κατάλληλες µονάδες. Να βρείτε το ενεργειακό του φάσµα. Ποια πρέπει 

να είναι η σχέση των I και g έτσι ώστε η κατάσταση ελάχιστης ενέργειας να είναι 

διπλά εκφυλισµένη. � � � � � � �
  Η συνάρτηση 2( ) cos

r

ar creψ θ
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 είναι η κυµατοσυνάρτηση µιας στάσιµης 

κατάστασης ενός φυσικού συστήµατος µάζας m το οποίο έχει δυναµική ενέργεια 

( )V r
r

γ
=  και ορισµένη στροφορµή � , όπου γ και α σταθερές. Να υπολογίσετε: 

α) Την στροφορµή �  του συστήµατος. 

β) Την ενέργεια Ε του συστήµατος. 

γ) Την σταθερά γ. 
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 Οι τελεστές  a  και †a  ορίζονται ως εξής: 
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για έναν αρµονικό ταλαντωτή µάζας m και συχνότητας ω. Υπενθυµίζουµε τις 

ιδιότητες †

1 1, 1n n n na n a n− +Ψ = Ψ Ψ = + Ψ  των τελεστών  a και †a , όπου Ψn είναι 

ιδιοσυναρτήσεις του αρµονικού ταλαντωτή.  

(α) Βρείτε την δράση των τελεστών x και px στην Ψn .  

(β) Υπολογίστε την αναµενόµενη τιµή του τελεστή ( )x xxp p x+  ως προς την 

κυµατοσυνάρτηση Ψn ενός αρµονικού ταλαντωτή. 
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  Σωµατίδιο µάζας m κινείται κατά τον άξονα x µε ιδιοσυνάρτηση βασικής 

κατάστασης ( )
cosh( )

A
x

xλ
Ψ =  όπου Α,λ θετικές σταθερές. 

Αν η συνάρτηση της δυναµικής ενέργειας V(x) µηδενίζεται για  x →∞ : (α) Βρείτε 

την τιµή της ενέργειας της βασικής στάθµης και (β) βρείτε την µορφή της δυναµικής 

ενέργειας. ∆ίνεται ότι: 
2 2(cosh ) ' sinh , (sinh ) ' cosh , cosh sinh 1x x x x x xλ λ λ λ λ λ λ λ= = − =  
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  Η κατάσταση του ηλεκτρονίου σε ένα άτοµο υδρογόνου περιγράφεται την 

χρονική στιγµή t=0 από την κυµατοσυνάρτηση:  Ψ=Ν(ψ100 -ψ211+ψ32,-1), 

όπου ψ100, ψ211 και ψ32,-1  κανονικοποιηµένες ιδιοκαταστάσεις του ατόµου του 

υδρογόνου. (α) Υπολογίστε τον συντελεστή κανονικοποιήσης Ν  και την χρονικά 

εξελιγµένη κυµατοσυνάρτηση του ηλεκτρονίου. (β) Υπολογίστε τις µέσες τιµές <l
2
>, 

<lz> και <E>, καθώς και την αβεβαιότητα ∆l
2
.   
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  Η αλληλεπίδραση ενός ηλεκτρονίου µε ένα σταθερό µαγνητικό πεδίο 

περιγράφεται από την χαµιλτονιανή 
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(α) Υπολογίστε τις ενεργειακές στάθµες του ηλεκτρονίου. (β) Την χρονική στιγµή 

t=0 το σύστηµα µετρήθηκε και το σπιν  του βρέθηκε στην κατεύθυνση -z. Γράψτε την 

κυµατοσυνάρτηση του ηλεκτρονίου. (γ) Βρείτε την κατάσταση  του συστήµατος για 

t>0 και υπολογίστε την πιθανότητα να µετρήσουµε το σπιν στην κατεύθυνση z. 
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  Κβαντοµηχανικό σύστηµα περιγράφεται από την χαµιλτονιανή 

0H H V= + . Yποθέτουµε ότι λύνουµε για την χαµιλτονιανή Η0 και ξερουµε τις 

ιδιοσυναρτήσεις της Ψ
(0)

n και τις ιδιοενέργειες Ε
(0)

n,  H0 Ψ
(0)

n = Ε
(0)

n Ψ
(0)

n. 

Εάν θεωρήσουµε τον όρο V σαν διαταραχή βρείτε την διόρθωση στην ενέργεια σε 

πρώτη τάξη της θεωρίας διαταραχών. Προσοχή, κάντε όλους τους απαιτούµενους 

ενδιάµεσους υπολογισµούς. Υποθέστε ότι δεν έχουµε εκφυλισµό. 
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  Θεωρήστε δύο ορθοκανονικά διανύσµατα ψ1 και ψ2 και υποθέστε ότι 

αποτελούν βάση σε ένα χώρο δύο διαστάσεων. Θεωρήστε επίσης ένα τελαστή Α που 

ορίζεται στο χώρο αυτό και ικανοποιεί τις σχέσεις 

                                     Αψ1=2ψ1+ψ2,   Αψ2=ψ1+2ψ2 

Να υπολογίσετε τις ιδιοτιµές και τις κανονικοποιηµένες ιδιοσυναρτήσεις του τελεστή 

Α. 


